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Анотація–У цьому дослідженні проведено вивчення 
стану вирішення проблеми, пов’язаної з реверсним рухом 
автопоїзда, що складається з тягача і напівпричепа зі 
зчіпним пристроєм точно над задньою віссю тягача ("on-axle 
hitching" модель). На основі аналізу підходів до синтезу 
законів управління таким автопоїздом, прийнято рішення 

реалізувати синтез управління для кінематичної моделі, з 
використанням методу функцій Ляпунова. Основна ідея 
дослідження полягає в перевірці можливості застосування 
синтезованого закону до управління динамічною 
моделлю.Для вивчення поведінки синтезованих законів для 
різних моделей, проводився порівняльний аналіз фазових 
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портретів траєкторій, кутів складання і управління, а також 
виконувався аналіз якості перехідних процесів при зміні 
швидкості руху автопоїзда. Синтез керування та чисельне 
інтегрування виконані у системі Maple.Такий аналіз 
дозволяє зробити висновок про можливість застосування 
синтезованого, для кінематичної моделі, закону управління 
до моделі динамічної, при русі з малими швидкостями, 
малими початковими збуреннями за кутом складання та для 
малих часових проміжків. 

Abstract–
Thecurrentresearchcontainsstudyingofanissuesolutionstaterelate
dtoreversemotionofaroadtrainconsisting of a tractor truck and a 
semitrailer with a hitching unit on the tractor truck rear axle 
directly (an “on-axle hitching” model). Based on analyzing 
approaches towards the kind of road train steering laws synthesis 
it’s decided to synthesize kinematic model controlling using 
Lyapunov’s functions method. The main research idea is in 
checking the possibility to apply the synthesized law to control a 
dynamic model. Comparative analysis of trajectory phase 
portraits, folding and steering angles and also analyzing 
transitions quality when changing road train motion speed have 
been performed to study synthesized laws behaviour for different 
models. Steering synthesis and computational integration are 
done in the Maple system. The kind of analysis allows making a 
conсlusion that it's possible to use the steering law synthesized 
for a kinematic model to control a dynamic model when moving 
at low speeds, with small folding angle initial disturbance and for 
short time intervals. 

Ключові слова–автопоїзд; динаміка; закон керування 
рухом; кінематична модель; модель реверсного руху 

Keywords–roadtrain; motion steering law; kinematic model; 
reverse motion model 

I. ВСТУП 
Автопоїзди, що складаються із тягача та пасивних 

напівпричепів, відносяться до класу нелінійних, 
неголономних, структурово нестійких (при реверсному 
русі) динамічних систем. Внаслідок цього, завдання 
керування їх рухом є актуальним з точки зору практичної 
реалізації програмного руху із заданими обмеженнями. 

Завдання керування рухом автопоїзда з напівпричепому 
припущенні реалізації неголономних зв’язків (відсутність 
бічного ковзання опорних коліс) має велике теоретичне та 
прикладне значення. Дослідження в цій галузі 
стимулюються численними прикладними завданнями [1, 
2], оскільки існує проблема управління такою системою 
при русі реверсом (виконанні парковки, в'їзді в 
обмежений простір (dock), маневруванні при виїзді заднім 
ходом з доку та інше).Без належного управлінського 
впливу, ланки автопоїзда будуть «видавлювати» один 
одного, що супроводжується необмеженим ростом кута 
складання, явище, відоме як jackknifing, в той час як при 

русі вперед напівпричіп відстежуватиме курсовий кут 
тягача. Тому автономні системи вантажоперевезень є в 
даний час об'єктом численних дослідницьких проектів, 
серед яких можна виділити роботи по синтезу законів 
керування для реверсного руху таких систем. 

Синтезовані при цьому закони керування можуть бути 
безпосередньо використані для програмного управління 
робототехнічними установками відповідних моделей, 
розробки машини Дубінса для цих моделей, для побудови 
автоматичних систем управління, які б допомагали водієві 
керувати автомобілем з причепом при русі зворотним 
ходом. 

 Щодо згаданих моделей, слід зазначити, що для 
автопоїздів досить типовим є розташування тягово-
зчіпного пристрою як точно над задньою віссю тягача (on-
axle hitching), так ізі зміщенням зчіпних пристроїв щодо 
задньої осі тягача (off-axle hitching). У даному 
дослідженні кінематичне керування синтезовано для 
першого типу моделей. 

II. МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ 
Для моделі, що досліджується, пропонуються методи 

керування та планування із застосуванням різноманітного 
математичного апарату. Серед методів, що 
використовуються найчастіше, виділимо метод зворотних 
зв’язків [3, 4] та ланцюгових систем [5].  

Також, використовуються методи, зумовлені виключно 
геометричними особливостями кінематики моделі, що 
сформульовані у каскадній формі [6].  
Синтез закону керування може бути виконаний після 
лінеаризації моделізворотним зв’язком, згідно із станом, 
використовуючи апарат алгебри Лі [7] та нечіткої логіки 
(fuzzy logic) [8].  
Використовується каскадна стратегія керування (VFO) 
[4]. Застосовуються лінійно-квадратичні контролери [9], 
нільпотентна апроксимація [10] та інше.  
Якісний аналіз таких систем виконано у дослідженнях 
А.А. Мартинюка та Н.В. Нікітіна[11]. 
     При цьому синтез законів керування розробляється, як 
правило, для динамічної та кінематичної моделей окремо.  

Мета дослідження полягає в реалізації синтезу закону 
керування для кінематичної моделі, із застосуванням 
методу функцій Ляпунова та у перевірці можливості 
керування реверсним прямолінійним рухом 
дволанковогоавтопоїзда, що описується динамічною 
моделлю за допомогою синтезованого закону. 

III. РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕННЯ 
Синтезуємо закон керування реверсним рухом 

автопоїзду для кінематичної схеми, що наведена на рис. 1. 
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Рис. 1. Кінематична схема дволанкового автопоїзда 

Тут ψ1, ψ2 – орієнтаційні (курсові) кути об’єктів 
системи, L1, L2 – їх лінійні розміри, θ – керування (кут 
повороту рульових коліс тягача), φ = ψ2 – ψ1 – кут 
складання між тягачем та напівпричепом. До цього кута 
застосовується обмеження |φ| < π/2, обмеження кута θ 
визначаються технічними можливостями керування. 

Вважаючи ψ1=ψ, модель такого автопоїзда описується 
наступною системою диференціальних рівнянь (1): 





у якій вираз Theta (2) є похідною керування за часом, що 
синтезована за допомогою методу функцій Ляпунова [12]. 
Даний метод використовувався для синтезу 
кінематичного керування [13].  

Синтез керування та чисельне інтегрування виконані у 
системі Maple: 

 (2) 

Цей вираз використовувався у якості керування для 
динамічної моделі [14]. У маплеті реалізована можливість 
порівняння необхідних фазових портретів. Для цього 
спочатку відпрацьовує динамічна модель, потім – 
кінематична. Після цього отримані фазові портрети 
об’єднуються для порівняльного візуального аналізу. 

Чисельне інтегрування СДР виконано за однакових 
початкових умов (умови Коші). 
Нижче зображені траєкторії характерної точки в площині 
руху (рис. 2), інтегральні криві за кутами складання (рис. 
3) та залежність закону  керування як функції від часу 
(рис. 4) для обох розглянутих моделей.   
При швидкості v=1м/с траєкторії тягача носять 
прямолінійний характер у часовому інтервалі, що 
дорівнює приблизно 10 сек. від початку руху, надалі їх 
бокові зміщення носять різноспрямований характер із 
більшою тенденцією до зростання їх норми у 
кінематичній моделі.  
Напрямок цих зміщень однозначно визначається кутом 
складання (зміщення міняють знак при зміні знака цього 
кута).  

 
Рис. 2. Траєкторії  характерної точки тягача в площині руху для різних 

моделей 

 
Рис. 3. Інтегральні криві  кутів складання для обох моделей 
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Рис. 4. Кут керування як функція  від часу для кінематичної та 

динамічної моделей 

При цьому, кут складання для кінематичної моделі 
наближається до нуля, у той час як, для динамічної моделі 
спостерігається  його неперервне зростання з посиленням 
цієї тенденції при зростанні швидкості руху. Ця ж 
тенденція характерна і для динаміки керування для обох 
моделей. 

ВИСНОВКИ 
Проведене дослідження дозволяє зробити висновки про 

те, що синтезоване для кінематичної моделі керування, 
може бути застосовано для динамічної моделі при русі з 
малими швидкостями, малими початковими збуреннями 
відносно кута складання та для малих часових проміжків. 
То ж за вищезазначених умов існує принципова 
можливість використання кінематичного керування 
динамічною моделлю. 
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