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Анотація—В доповіді пропонується застосування 

квантової інформатики до моделювання та аналізу даних 
фінансової математики. На основі некомутативної теорії 
операторів встановлена теорема про цiноутворення активiв, 
в якiй коротко говориться, що стохастичний процес S = (St) 
не дозволяє арбiтражнi можливостi, якщо i тiльки якщо iснує 
еквiвалентна мiра ймовiрностi, при якій S = (St) є 
мартингалами. 

Abstract—In the report there is proposed application of 
quantum informatics to modeling and data analysis in financial 
mathematics. Based on noncommutative operator theory there is 
stated a theorem about option pricing, which says that stochastic 
process S = (St) does not allow arbitrage if and only if there 
exists an equaivalent probability measure for which S = (St) is 
martingale. 
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I. ВСТУП  
Як добре відомо, дивлячись у ретроспективi, - наука 

моделювання інформації та її аналізу в фiнансовій 
математиці зазнала значного розвитку пiсля знакових і 
видатних праць F. Black i M. Scholes [2] та R. Merton [13] 
(нагороджених Шведською академiєю наук спецiальною 

премiєю з економiки iменi Альфреда Нобеля, i яка, як 
вiдомо, не має жодного стосунку до так званих 
Нобелiвських премiй - правдиві Нобелевські премії надає, 
згідно із заповітом короля динаміту Альфреда Нобеля, - 
особисто Король Швеції спільно із Нобелівським 
комітетом, що складається із Нобелівських лауреатів, а 
премії з економіки, котрі мають назву «Премії з економіки 
імені Альфреда Нобеля», - надає Шведська Академія Наук 
в особі вчених-економістів, членів Академії, котрі і 
приймають рішення про нагородження премією, а сам 
преміальний фонд складається із фінансових вкладів 
майже виключно від крупних приватних Американських 
та Європейських банківських трастів), в котрих була 
отримана знаменита «формула оцiнки опцiонiв Блека-
Шоулза». Iдея розробки «формули» для вартостi опціону 
насправдi сягає своїми коренями ще 1900 року, коли 
L. Bachelier написав докторську дисертацiю [1] пiд 
керiвництвом H. Poincare з назвою "Theorie de la 
speculation". Це був власне L. Bachelier, котрий вперше 
висунув iнновацiйну iдею використовувати стохастичний 
процес в якостi моделi для еволюцiї цiн на акцiї. Для 
випадкового процесу  вiн зробив природний i 
далеко йдучий вибiр використати модель браунiвського 
руху, що в даному контекстi iнтерпретується наступним 
чином: So сьогоднiшня (тобто вiдома) цiна запасу 
(скажiмо, частка компанiї XYZ, для прикладу), а для часу 
t > 0 цiна St є нормально (за Гауссом) розподiленою 
випадковою величиною. 

T < t<0 (St)
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Як виявилось, праця L. Bachelier не була належно 
оцiнена в сучаснiй економiчнiй лiтературi. Тiльки в 1965 
роцi вiдомий економiст P.R. Samuelson [16] знову зайнявся 
темою розробки вiдповiдної моделi для процесу оцiнки 
акцій: для цього вiн запропонував геометричну версiю того 
ж самого броунiвського руху. Ця модель геометричного 
браунiвського руху сьогоднi стала стандартною, а може i 
еталонною моделлю для опису еволюцiї цiни акцiї, хоча 
зiнiцiйованою Самуельсоном, тепер її часто називають 
моделлю Блека-Шоулза або навiть «стохастичним свiтом 
Блека-Шоулза». Прийнято вважати, що геометрична 
модель браунiвського руху зi знесеннями (чи зсувами, 
«drifts») є економiчно бiльш адекватною вiд початкового 
вибору L. Bachelier, але на питання про те, чи є 
геометрична модель броунiвського руху «кращою 
моделлю» не можна вiдповiсти простими «так» чи «нi»: це 
суттєво залежить вiд контексту i самої мети моделювання. 
Основна проблема як моделi L. Bachelier, а також сучасних 
математичних моделей у галузi фiнансiв в цiлому є 
проблема призначення цiни для умовних, так званих 
контингентних запитiв. L. Bachelier з цiєю метою 
використовував класичну умову рiвноважностi або 
стiйкостi. I власне заслугою Блека та Шоулза [2] i Мертона 
[13] було те, щоб замiнити цю умову на так званий 
принцип «вiдсутностi арбiтражу», який має i принципове i 
важливе значення для всiєї теорiї. Грубо кажучи, 
арбiтражем є безризиковий спосiб отримати прибуток з 
нульовим вкладом чистих iнвестицiй. Вважається вельми 
економiчно розсудливим припущенням щодо фiнансового 
ринку вимога про те, чи немає можливостi для арбiтражу. 
Примiтним є той факт, що цей простий i нiби примiтивний 
"принцип вiдмови арбiтражу" дозволяє вже визначити 
унiкальну цiну опцiону в моделi Блека-Шоулза. Це є 
темою так званої фундаментальної теореми цiноутворення 
активiв, в якiй коротко говориться, що процес S = (St) не 
дозволяє арбiтражнi можливостi, якщо i тiльки якщо iснує 
еквiвалентна мiра ймовiрностi, при яких S = (St) є 
мартингалами. Iсторiя теореми фундаментального 
цiноутворення активiв сходить до видатної роботи 
Harrison, Kreps i Pliska [9, 10, 11]. Пiсля їх новаторської 
працi багато авторiв внесли свiй вклад, поступово 
покращуючи розумiння цiєї фундаментальної теореми, 
наприклад, Duffie i Huang [8], Stricker [19], Dalang, Morton i 
Willinger [5, 6] i т.д. В праці [7] була доведена 
справедливiсть цієї теореми для досить загальних, але 
комутативних стохастичних процесiв, для яких пiзнiше 
вдалось довести [3] важливий не комутативний аналог цiєї 
теореми.  

Власне, у данiй працi теж маємо справу iз 
некомутативним аналогом цiєї теореми на основi 
математичної теорiї гiльбертових просторiв та їх 
тензорних добутків. 

Автором подається зформалiзоване визначення 
квантового арбiтражу i квантових ринкових стратегiй. 
Встановлюються вiдповiднi теореми цiноутворення на 
основi принципу вiдсутностi арбiтражу i опцiонального 
розкладу. Зокрема, дається також характеристика повних 
ринкових моделей для випадку некомутативного опису 
фiнансової моделi. Також встановлено, що для так званої 

бiномiальної ринкової моделi iз некомутативними даними 
процесу одноступенева модель iз не комутативними 
параметрами має бути обов’язково неповною. 

II. КВАНТОВI (НЕКОМУТАТИВНI) РИНКОВI СТРАТЕГIЇ 
ТА СТОХАСТИЧНI ПРОЦЕСИ 

Нехай H буде певним сепарабельним гiльбертовим 
простором iз нормою ||...||, а A буде фiльтрованою 
параметром t R+ унiтальною сiмєю слабо *-замкнених в 
H алгебр операторів, тобто таких (At),  що As At 
для всiх s ≤  t ,  причому A0:=CI. Приймаємо також, що на 
A є задана операторна trace-норма 

                    (1) 

для довiльного оператора A A та p [1,∞), котра 
визначає банахiв простiр Lp(A), тобто повний 
нормований простір операторів. Оскiльки для будь-якого 
A A коректно визначена функцiя 

                    (2) 

то iснує єдине умовне математичне сподiвання 
E := trace : Lp(A)→C на алгебрi A, для якого можна 
визначити таку важливу характеристику як мартингал 
щодо вказаної вище фiльтрацiї As At для всiх s≤t 

                      (3) 

Його некомутативне узагальнення дається таким 
визначенням. 

Визначення 1. Нехай ρ : Lp(A) → C є довiльним 
невiдємно визначеним станом на алгебрi A, тобто для 

певного оператора Lp(A) виконується нерiвнiсть 

 для всiх невідємно-визначених операторів 
A A+. Тодi вiдображення 

 ,                     (4) 

для якого має мiсце властивiсть 

                    (5) 

для кожного оператора A As та всiх s ≤ t називається 
некомутативним мартингалом. Легко зауважити, що у 

випадку =I вираз (5) iз визначення 1 переходить у вираз 
(3). Тепер ми можемо перейти до побудови так званого 
бiпроцесу як вiдображення 

                         (6) 


,Rt 

  p/1pA)*trace(A:=p||A||

 



C A  traceA    (A)Lp 



).E(M = )A|E(M sst


p 

0)Ap(trace 




(A)L M  t  R pt+ 

A*)(AM=A*)(AM st 




p

A,A  H  t  R t+ 
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де позначено, як звичайно, через ” ” тензорний добуток 
алгебри операторiв A. Вважатимемо також, що бiпроцес є 
адаптованим, тобто iснує такий набiр часiв 

, що має місце наступна адитивна 
факторизація 

                 (7) 

причому  для всiх j = 1,m  

та , а також  для всiх  

Визначення 2. Нехай  є 
адаптованим бiпроцесом. Тодi стохастичний iнтеграл щодо 
процесу  задається стандартним виразом 

   (8) 

незалежним вiд розкладу (7). 

Тепер в стосунку до стохастичного процесу 

 можна дати визначення мартингального 
стану . 

Визначення 3. Квантовий стан  
називається мартингальним, якщо стохастичний процес

 є мартингалом на фiльтрованiй алгебрi 
. 

Додатково впровадимо важливе поняття квантових 
ринкових стратегiй для стохастичного процесу 

. 

Визначення 4. Елементи  
будемо називати набором квантових ринкових стратегій 
для стохастичного процесу , якщо  є 
простим симетричним бiпроцесом вигляду 

                  (9) 

де  

 

III. ОПТИМАЛЬНА СТРАТЕГІЯ БЕЗАРБIТРАЖНОЇ ОЦІНКИ 
АКТИВІВ ДЛЯ КВАНТОВОГО СТОХАСТИЧНОГО ПРОЦЕСУ 
Якщо для заданого стохастичного процесу  

розглянути опуклий конус Cs(S;H) всiх самоспряжених 
елементiв , що задовольняють умову  для 
деякої ринкової стратегiї , то можна ввести так 
званий безарбiтражний, або "no-free-lunch"-принцип 

                    (10) 

сформульований у 1997 роцi David Wolpert та William 
Macready в працi "No Free Lunch Theorems for Optimization" 
[20, 14], i який полягає в тому, що коли заданий 
стохастичний процес передбачає оптимальну цiну акцiй на 
заданiй множинi квантових ринкових стратегiй, тодi цей 
процес є обовязково затратним на залишковiй множинi 
стратегiй. Оскiльки арбiтражем є безризиковний спосiб 
отримати прибуток з нульовим вкладом чистих 
iнвестицiй, то вказаний принцип «вiдсутностi 
арбiтражу» має принципове значення для всiєї теорiї 
фiнансової математики. 

Стосовно заданого квантового стохастичного процесу 
ми додатково позначимо через Mf(S) множину всiх 
введених вище квантових мартингальних станiв 

. Якщо , то кажемо, що 
квантовий стохастичний процес є властивим. 

Грунтуючись на введених вище поняттях можна 
сформулювати основне твердження про оцiнювання акцiй 
в фiнансовiй математицi. А саме, має мiсце наступна 
теорема. 

Теорема 5. Заданий некомутативний (квантовий) 
самоспряжений стохастичний процес  

задовiльняє принцип безарбiтражностi (10) тодi i лише 
тодi, коли вiн є властивим, тобто множина Mf(S) квантових 
мартингальних станiв  є нетривiальною.  

Нарис доведення. 

Лема 6. Нехай квантова стратегiя 
 є квантовим станом на алгебрi 

A. Якщо процес  є мартингалом щодо стану , 
то вiдображення  є також 
мартингалом щодо стану . 

 Покладемо  i 
вiзьмемо довiльний елемент для . Треба 
показати, що 

                      (11) 

Оскiльки  

i за визначенням  є мартингалом, легко 
отримуємо справедливість рівності (11).  

Для доведення теореми 5 тепер достатньо припустити, 
що квантовий процес  є мартингалом щодо 
стану . Тоді на основі Леми 6 робимо висновок, що 

0 = )S)  (H ( = )S)  (H ( 0                       (12) 



N210  t ...   t  t  t= 0 

,AABAH t,j
m,1j

t,jt  


kjtktj,tj,tj, B  A := B  A  m1, = j

N 0, =k t j,tj, B = 0 = A m. 1, = j , tt N

A  A  H  tR t+ 

+Rtt )(S := S 

  






 









N,1j
t,jt,j1t,j

m,1j
t,j

m,1j

t,j1t,j
N,1j

tt
Rt

t

,AB)SS(A

)SS(H:dSH

kkkk

kkk


+Rtt )(S :=S 

C(A)L : p p 

C(A)L : p p 

+Rtt )(S :=S 

+Rtt )(A 

+Rtt )(S :=S 

A} A)(H : {H := Н +Rtt 

+Rtt )(S :=S  +Rtt )(H 

,AAAAH *
t,jt,j

m,1j
jt  



.m 1, = j R,  j

+Rtt )(S :=S 

A A  S H A 
HH

0, = )A(  H)(S;C t +Rt
s



C(A)L : p  {0}  (S)M f 

Rtt )(S :=S

C(A)L : p 

CLp(A) :      i     H  H t 

Rtt )(S :=S  
AS)  (H  t  R t+  

 

t1t2)[t1,t AA де (t)  1*A A  := H 

 A  B s  t s 

0.B*)dSH(B TT

t

s
  

*)AS-A(S=dSH )t),tmax(min(s,)t),tmin(max(t,тт

т

s 1221


Rtt )(S :=S

Rtt )(S :=S
 
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для кожної квантової стратегiї . Навпаки, якщо 
 i довiльне , тодi для ( ) 

легко отримати, що , звiдки слiдує 
, що завершує доведення теореми. 

Вказана теорема є апрiорним критерiєм вибору 
оптимальної квантової ринкової стратегiї при заданому 

некомутативниму стохастичнму процесі . Так, 
при умовi арбiтражу iснує така квантова ринкова стратегiя, 
при котрiй початкова нульова інвестиція приводить до 
кінцевої ненульової вартості акцiї.  

Зокрема, легко показати, що для так званої 
бiномiальної ринкової моделi (9) iз некомутативними 
даними квантового стохастичного процесу його 
одноступенева модель iз некомутативними параметрами 
має бути обов’язково неповною, тобто існування 

мартингального стану  може не існувати. 
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